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Fascinante Mundo de los Numeros Perfectos

1 Resumen

En el hermoso y diverso universo de las matematicas vive la aritmética modular (congruencias
modulo m) que es una fascinante, 1til y entretenida parte de este universo que sirve entre muchas
otras para comprender y analizar una amplia variedad de fenémenos numéricos y estructuras
algebraicas. En el presente documento es una guia introductoria exploramos algunos elementos
basicos de la aritmética modular, sus propiedades, su aparicion en resultados clasicos de la

matematica y alguna de sus aplicaciones en teoria de nimeros y criptografia.
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2 Introduccidn

La aritmética modular es un area clasica en cualquier curso elemental de teoria de nimeros,
ésta, fue introducida por Gauss en 1801 en su libro Disquistiones Arithmeticae, alli él introduce
la nocién de congruencia (=), este concepto que ha sido ampliamente estudiado desde varios
puntos de vista y que es relativamente elemental desde la intuicién ha resultado ser suprema-
mente poderoso en el desarrollo de la mateméaticas (especialmente en dlgebra abstracta, teoria

de nimeros y sus aplicaciones).

Por mencionar algunos ejemplos, las congruencias se destacan en resultados matematicos clasi-
cos como el teorema de Wilson, el pequeno teorema de Fermat,el teorema de Euler, los test
de primalidad, entre otros. Sin embargo, las congruencias también aparecen en los contextos
aplicados e incluso recreacionales por ejemplo en criptografia (Algoritmo RSA), la generacién
de codigos de barras, disenos modulares, el problema de las p- reinas, el calendario perpetuo,

etc.

En este trabajo se presentara de manera auto contenida y ejemplificada un viaje que tendra co-
mo primera parada algunas nociones bésicas de las congruencias, sus propiedades y aplicaciones
luego de ello haremos una pequena parada en el estudio de los teoremas clasicos mencionados
anteriormente. Con esto en mente emprenderemos nuestro viaje a la tltima parada que involu-
cra al fascinante mundo de los nimeros perfectos y los primos de Mersenne, alli describiremos
algunas de sus propiedades conocidas, problemas abierto relacionados y avances en algunos de

ellos.

Este documento es el resultado del interés del aprendiz en estudiar con detalle algunos con-
ceptos que no se discutieron con suficiente detalle en el inicio de su carrera de matematicas y
esta distribuido de la siguiente manera: En la seccién |3] se introducen las definiciones basicas
relacionadas con las congruencias, algunas de sus propiedades y una aplicaciéon en matematica
recreativa. En la seccion 4] se presentan las funciones multiplicativas y sus propiedades. En la
seccién |5 presentamos tres teoremas iconicos y clasicos como lo son los teoremas de Wilson,
Euler y el pequetio teorema de Fermat. Luego, en la seccién [f] presentaremos la definicién de
numero perfecto y primo de Mersenne, algunas de sus propiedades y problemas abierto relacio-

nados con este tipo de niimeros.
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3 Congruencias médulo m

En esta seccion, se introducen las definiciones bésicas y la notaciéon que se usara a lo largo
del documento basados principalmente en referencias clésicas tales como [1H6]. Para efectos de

todo el documento asumiremos que a,b,c € Zy m € Z™.

Definicién 1. Sea m € Z*. Entonces el entero a es congruente con el entero b médulo m si

m|(a —b). Denotado por a = b (mod m); con m el médulo de la relacion de congruencia.

Si a no es congruente con b médulo m, entonces a es incongruente con b moédulo m, de-

notédndolo por a Z b (mod m).

Ejemplo 1. Como 5[(23 — 3),23 = 3 (mod 5), de la misma manera, 6](48 — 12), entonces
48 =12 (mod 6).

A continuacién mostramos algunas propiedades clasicas de la congruencia.
Proposicién 1. a =b (mod m) < a = b+ km para algin k € Z.

Demostracion. Suponemos que a = b (mod m). Entonces m | (a—b), asi a —b = km para algin
k; esto es, a = b+ km. De manera similar, supongamos a = b + km para algin k. Entonces

a — b= km, lo que significa que m | (a — b) y por lo tanto, a = b (mod m). O

Nota 1. De la Definicion |1 y de la Proposicion |1, se sigue que para algin a € Z, m € ZT,

a =0 (mod m) < mla. Lo que significa que a = 0 (mod m) y m|a son definiciones equivalentes.
El siguiente teorema indica que la relacién de congruencia es una relaciéon de equivalencia:
Teorema 1. Sean a,b,c € Z,m € Z*, se cumple:
1. a=a (mod m). (Es reflexiva)
2. Sia=b (mod m)=b=a (mod m). (Es simétrica)
3. Sta=b (mod m)yb=c (modm), entonces a = ¢ (mod m). (Es transitiva)
Demostracion. A continuacién presentamos la demostracién item por item
Dado que m | (a — a), se tiene que a = a (mod m).

2. Suponga que a = b (mod m). Entonces m | (a — b); esto es, m | —(b—a). Asim | (b— a);

esto es, b = a (mod m).
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3. Suponga a = b (mod m) y b = ¢ (mod m). Entonces m | (a —b) y m | (b — ¢), asi
por propiedades de transitividad m | [(a — b) + (b — ¢)]; que implica, m | (a — ¢); en
consecuencia, a = ¢ (mod m).

O
Proposicién 2. a = b(mod m) < a y b tienen el mismo resto cuando son dwididos por m.

Corolario 1. El entero 1 es el resto cuando a es diwidido por m < a = r (mod m), con

0<r<m.

Corolario 2. Cada entero es congruente exactamente con al menos uno de los residuos 0, 1,2, ..., (m—

1) médulo m

Las pruebas de la Proposicion , Corolario (1] y 2| pueden ser consultadas en [1-6].

3.1. Clases de Equivalencia Mdédulo m

Usando los residuos al dividir por un ntmero fijo m, el conjunto de niimeros enteros Z puede
dividirse en m clases disyuntas dos a dos, conocidas como clases de congruencia médulo
m. Para ilustrar esto, sea [r], el conjunto de nimeros enteros que tienen a r como su residuo

modulo m . Por ejemplo, si consideramos m = 5 las clases de congruencia médulo 5 son:

0] ={...,—10,—5,0,5,10,...}

1] ={..,-9,-4,1,6,11,...}
2]={..,-8,-3,2,712,...}
Bl ={..,-7,-2,3,813,...}
4] ={...,-6,-1,4,9,14,...}

Claramente, estas clases son no vacias, disyuntas dos a dos y su unién es el conjunto de los
numeros enteros Z. De acuerdo con esto, estas clases forman una particién en el conjunto de
los enteros,como se muestra anteriormente. Los residuos 0, 1,2, 3 y 4 son representantes de las
clases [0], [1], [2], [3] ¥ [4].

Para finalizar esta seccion presentamos algunas propiedades adicionales de las congruencias
moédulo m. Por ejemplo la siguiente ilustra que dos congruencias del mismo médulo pueden ser

sumadas y multiplicadas.
Teorema 2. Sea a =b (mod m) y ¢ = d (mod m). Entonces:

1. a+c=b+d (mod m)
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2. ac = bd (mod m).

Demostracion. Dado que a = b (mod m) y ¢ = d (mod m), tenemos que a = b+ ¢m y que

¢ = d + km para algunos enteros ¢ y m. Entonces

1.
a+c=(b+¢m)+ (d+ km)
=b+d)+{L+E)m
=b+d (mod m)
2.

ac — bd = (ac — be) + (be — bd)
=c(a—b)+b(c—d)
= clm + bkm
= (cl + bk)m

Con lo cual ac = bd (mod m).

[]

De manera similar y durante el periodo de estudio en pares ordenados se abordaron las siguientes

propiedades de las congruencias. Algunas de sus demostraciones pueden ser consultadas en [1-6].
Teorema 3 (Propiedades). Sean a,b,c,d,m € Z y sea n € N entonces:
1. Sia=0b(mod m)yc=d (modm), entonces a —c=0b—d (mod m)

2. Sia=0b (mod m) y sea c € Z, entonces
» a+c=b+c (modm)
" a—c=b—c (modm)
» ac = be (mod m)
» a?> = 0% (mod m)
3. St a=b (mod m), entonces a™ = b" (mod m)

4. Siac=bc (mod m) y (c,m) =1, entonces a =b (mod m).

5. Siac=bc (mod m) y (¢,m) = d, entonces a = b (mod m).
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3.2. Algunas aplicaciones de las congruencias

En este viaje que hemos emprendido finalizaremos nuestra primera parada mencionando que
las congruencias tiene un gran numero de aplicaciones entre las que se destacan los criterios
de divisibilidad, acertijos recreativos, disenos modulares entre otros (para més detalle se puede
consultar [6]). Sin embargo por gusto personal del aprendiz se presenta en este documento
unicamente la aplicacién que tiene que ver con matemaética recreativa: los disenos modulares.

Para més detalle de esta aplicacién puede consultar [2,(6].

3.3. Disenos modulares

Uno de los usos de la aritmética modular es la creacién de bellos y variados disenos geométricos

como por ejemplo las conocidas como estrellas de m — puntas.
Estrellas de m-puntas y la imposibilidad de construir la Estrella de David.

Para la construccion de una estrella de m — puntas, a partir de una circunferencia, debemos
de colocar m marcas equidistantes a lo largo de esta, las cuales etiquetaremos con los residuos
desde 0 hasta (m — 1) médulo m. Ahora escogeremos un residuo ¢ médulo m, donde (i, m) = 1.
Unimos cada punto z con el punto = + i mod m. Ahora coloreamos la regién dentro del circulo
con un color de preferencia. Obteniendo asi una estrella de m—puntas. Por ejemplo si m =8 e

1 = 3 entonces
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Paso 1 : Marcar Puntos Paso 2: Enumerar los puntos marcados

Paso 3: Conectar puntos = 4+ ¢ mod m Estrella de 8 puntas

Dada esta manera de construir estrellas de m—puntas, surgen algunas preguntas de manera

natural. Por ejemplo :

= ;De cuantas manera puede una estrella de m—puntas ser dibujada sin despegar el lapiz
de la hoja?

= Dado m un nimero natural. ;Siempre puedo construir al menos una estrella de m puntas

con las caracteristicas descritas anteriormente?

La respuesta a la segunda pregunta es que no. Por ejemplo para m = 6 se deberia obtener la
estrella de 6 puntas (la Estrella de David). Supongamos que los puntos equidistantes sobre la
circunferencia son etiquetados como: {0,1,2,3,4,5}, de los cuales solo podemos tomar i = 1
01 =5 ya que es la inica manera en que (m,7) = 1. Sin embargo, en cualquiera de los dos
casos obtendriamos un poligono regular y no una estrella como es deseado. También podriamos
intentar por ejemplo tomar ¢ = 2 si esto sucede conectariamos el punto etiquetado con el
numero 0 con el nimero 2, este con el nimero 4 y finalizariamos nuevamente conectdandolo con
el numero 0; obteniendo un triangulo en donde los puntos etiquetados con los niimeros: 1, 3,5

no fueron conectados.

Jesus Chavez Valencia Pares Ordenados 7



Fascinante Mundo de los Numeros Perfectos

Para poder formar la Estrella de 6 puntas se deben de sobreponen dos triangulos, de alli que no
pueda ser construida de una sola pieza. Durante las actividades de pares ordenados consultamos
sobre |(Chryzodes| [7].

Esta inocente anotacion de la imposibilidad de construir la estrella de 6 puntas tiene una
explicacién matemética basada en las funciones multiplicativas que se exponen en la siguiente

seccién, ver [2].
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4 Funciones multiplicativas

Como segunda para da en este viaje, en esta seccion estudiamos ciertas funciones que son de gran
a ayuda en el estudio de diversos conjuntos de nimeros, asi como de sus propiedades. Estas
funciones se conocen como funciones multiplicativas. Las funciones multiplicativas permiten
abordar una amplia gama de problemas, como la factorizacién de enteros, la distribucion de
numeros primos, la congruencia de nimeros enteros, entre otros. Ademas, estas funciones son
esenciales en la formulacion y prueba de numerosas conjeturas y teoremas importantes en teoria

de numeros.

Definicién 2 (Funcién Multiplicativa). Una funcion f es llamada multiplicativa si f(mn) =

f(m)f(n), para cuales quiera m y n primos relativos.
Ejemplo 2. Las siguientes son funciones multiplicativas

1. La funcion constante f(m) =1 es multiplicativa, ya que f(mn) =1=1-1= f(m)f(n).

k k

2. Dada la funcion g(n) = n”, con k numero entero fijo, tenemos que g(mn) = (mn)* =

mfnt = g(m)g(n)

Ahora bien, notemos que, para ambos ejemplos de funciones multiplicativas no hicimos mencién

que (m,n) = 1, sin embargo estas funciones tienen la propiedad deseada.

El siguiente teorema que se denomina el Teorema fundamental de funciones multipli-
cativas, nos permite calcular el valor de una funciéon multiplicativa cualesquiera, sabiendo los

valores de potencias primas en n.

Teorema 4 (Teorema fundamental de las funciones multiplicativas). Sea f una funcidn multi-

plicativa, y n entero positivo, cuya descomposicion en sus factores primos esta dada de la forma
n=pi'py - py- Entonces f(n) = f(pi")f(p3*) - f(P}")-

Por induccién matemdtica. Si k = 1, tenemos que n = p{*, entonces f(n) = f (pi'), con lo que

el teorema se cumple.

Asumamos que el teorema es cierto para cualquier entero con descomposicion en factores primos

que contiene k primo distintos, esto es:
fn)=f ") f03) - f (o)

Sea n un entero arbitrario con k 4+ 1 primos distintos en su descomposicion en factores primos,

es decir, n = p'p5? - p'. Dado que (pf* - pi*,p) = 1y f es multiplicativa,

F 5 o) = F0F o) F () = F o) - F 0FF) f (0
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por hipotesis de induccién. Por lo tanto el resultado se cumple para cualquier entero n. O

Este teorema es crucial para el posterior estudio de las funciones multiplicativas, ya que nos

permiten analizarlas (encontrar formulas para ellas) y dotarlas de multiples propiedades.

A continuacién presentamos algunas de las funciones multiplicativas mas importantes: ¢, 7, 0.

4.1.

La funcidon ¢

Definicién 3. Sea n un entero positivo. Denotamos a la funcion ¢(n) como todos los enteros

positivos a menores o iguales que n, tales que (n,a) = 1. Es decir:

p(m) = [{a € Z¥|a <m A (a,m) = 1}|

Ejemplo 3. Para poder ejemplificar la funcion ¢, mostraremos el cdlculo de ¢ para algunos

niumeros, esto es:

1

2

3.

/.

5.

p(1) =1=[{1}
p(2) =1 =[{2}]
p(3) =2 =[{2,3}]
p(4) =2 = [{3,4}]

@(5) =4 = |{2737475}|

Nota 2. Esta funcion, como muchas otras posee diversas propiedades que son tiles en la teoria

de numeros:

Sea p un entero positivo, p es un nimero primo < @(p) =p — 1.

Sea p numero primo, las potencias p* cumple:

p(p®) = (p—Dp* ' =p~(1 - 1)
La Funcion de Euler es funcion multiplicativa, es decir
w(nm) = @o(n)p(m) para todo n y m tales que (n,m) = 1.

Sea n un entero positivo. Entonces

> p(d)=n

dln
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5. De 2) y de 3) se deducimos que dado m =[], pfi, entonces
e(m) = [1,(pi — ps™" (Ve; > 0), o visto de otro modo, sin la restriccion en los expo-

nentes: p(m) =m][[,(1— p%)

Para ver méas propiedades de la funcién ¢ el lector puede consultar [6].

4.2. La funcidon 7

Definicién 4. Sea n un entero positivo. Entonces T(n) denota el nimero de factores positivos

T(n) = Zl

din

de n; esto es,

Ejemplo 4. A continuacion presentamos el cdlculo de la funcion T en algunos nimeros
» 7(21) = 4. Note que los divisores de 21 son 1,3,7,21
» 7(125) = 4. Note que los divisores de 125 son 1,5,25,125
» 7(5) = 2. Lo anterior ya que 5 es un nimero primo.
Nota 3. Algunas propiedades que se pueden verificar de la funcion T son las siguientes
1. 7 es una funcion multiplicativa.
2. 7(n) =2 si y solo sin es un nimero primo.
3. Sip es un nimero primo y e es cualquier entero positivo entonces T(p®) = e+ 1
4. 7(n) es impar si y solo si n es un nimero cuadrado.
5. SiT(n) es primo, entonces n es de la forma p o pe.

Para ver mas propiedades de la funcién 7 el lector puede consultar [6]. s

4.3. Funcion o

Definicién 5. Sea n un entero positivo. Entonces o(n) denota la suma de los factores positivos

o(n)=> d

din

de n; esto es,

Ejemplo 5. A continuacion presentamos el cdlculo de la funcion o en algunos nimeros

» 0(21) = 32. Note que los divisores de 21 son 1,3,7,21
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» 0(125) = 156. Note que los divisores de 125 son 1,5,25,125
» o(5) =6. Lo anterior ya que 5 es un nidmero primo.

Nota 4. Algunas propiedades que se pueden verificar de la funcion o son las siguientes

~

o es una funcion multiplicativa.

e+1_1

2. Sip es un nimero primo y e es cualquier entero positivo entonces o(p®) = pp_l

. , . . - -1
3. Sip es un nimero primo y e es cualquier entero positivo o (p¢) — p* = E=.

4. Sea n el producto de nimeros gemelos, donde p es el mads pequeno de los dos entonces
on)=@+1)(p+3)yolp+2)=op) +2

5. Sin es una potencia de 2, entonces o(n) es impar.
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5 Tres Teoremas Clasicos

En la tercera parada de este fascinante viaje nos detendremos en tres resultados iconicos y
fundamentales en el desarrollo y estudio de la teoria elemental de nimeros: el Teorema de

Wilson, el Pequeno Teorema de Fermat y el Teorema de Euler.

5.1. Teorema de Wilson

En 1770, el matematico inglés Edward Waring describié en sus Meditationes Algebraicae la
siguiente conjetura de John Wilson, uno de sus antiguos alumnos: Si p es primo, entonces
p|((p—1)!+1). Es probable que Wilson haya conjeturado esto usando cierto reconocimiento de
patrones. En cualquier caso, ni él ni Waring pudieron proporcionar una prueba de el resultado.
Tres anos después de que se anunciara la conjetura, Lagrange proporcioné la primera prueba.

Lagrange también observé que lo contrario también es cierto.

Wilson, de hecho, no fue el primer matematico en descubrir el teorema, aunque lleva su nombre.
Hay pruebas de que el destacado matematico aleman Gottfried Leibniz ya lo sabia desde 1682,

aunque no lo publico.

Para la demostracién de este teorema fue necesario el estudio del siguiente Lema.

Lema 1. Un entero positivo a es autoinvertible mddulo p si y solo si a = £1 (mod p).

Demostracién. Supongamos que a es auto invertible, entonces a®> = 1 (mod p); esto es, p |

(a> —1); asique p| (a —1)(a+1). entonces, p | a—10op|a+1;asi, 0 a =1 (mod p) o bien
= —1 (mod p).

Reciprocamente, supongamos que a = 1 (mod p) o a = —1 (mod p). En este caso, a*> = 1

U

(mod p), asi que a es auto invertible médulo p.
Teorema 5 (Teorema de Wilson). Sip es nimero primo, entonces (p — 1)! = —1 (mod p).

Demostracion. Esta demostracion se realizard por casos. Primero cuando p =2, (p—1)! =1

—1 (mod 2); con lo cual el teorema se cumple.

Ahora, consideremos p > 2. Recordamos en este punto que la congruencia lineal ax = b (mod m)
tiene dnica solucién si y solo si (a,m) = 1 entonces los residuos menores de 1 a p — 1 son

invertibles moédulo p. Pero, por el Lema anterior, dos de ellos, 1 y p — 1, son sus propios

inversos. Asi, que nosotros podemos agrupar los p — 3 residuos faltantes de 2 a p — 2, en ’%3
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pares de inversos a y b = a~! tal que ab =1 (mod p) para todo par a y b. Esto es,

2-3---(p—2) =1 (mod p)
p-'=1-12-3---(p—2)]-(p—1)
=1-1-(p—1) (mod p)
= —1 (mod p)

]

En este punto es importante mencionar que hay otras pruebas alternativas del Teorema de
Wilson, por ejemplo el autor estudié la prueba presentada en [6] usando la férmula de Euler E]

Ademas, resaltamos que el reciproco de este teorema también es cierto.

Teorema 6. Sin es un entero positivo tal que (n—1)! = —1(médn), entonces n es un nimero
PTiIMo.
Demostracion. Ver [6]. O

Los teoremas anteriores proporcionan una condicion necesaria y suficiente para ver si un entero
positivo es primo: Un entero positivo n > 2 es primo si y sélo si (n — 1)! = —1(médn).
Esta condicién proporciona una prueba aparentemente sencilla de primalidad, ya que para
comprobar si n es primo, todo lo que necesitamos es determinar si (n — 1)! = —1(mddn). Sin
embargo, desafortunadamente, esta prueba no tiene importancia préactica, porque (n — 1)! se
hace extremadamente grande a medida que n crece.

A continuacién presentamos el segundo teorema iconico de este documento.

5.2. El pequeiio teorema de Fermat

El 18 de octubre de 1640, Fermat escribié una carta a Bernhard Frenicle de Bessy, funcionario
de la Casa de la Moneda francesa y un talentoso estudiante de teoria de nimeros. En su carta,
Fermat comunicé el siguiente resultado: Si p es primo y p no divide a a, entonces plaP~ — 1.
Fermat no proporcioné una prueba de este resultado pero adjunté una nota prometiendo que
enviaria una prueba, siempre que no fuera demasiado larga. Este resultado se conoce como
pequeno teorema de Fermat o simplemente teorema de Fermat, para distinguirlo del dltimo

teorema de Fermat.

'La férmula de Euler establece que si n > 0 y x cualquier ntimero real. Entonces,

Jesus Chavez Valencia Pares Ordenados 14



Fascinante Mundo de los Numeros Perfectos

Sobre la prueba de este teorema se sabe que los chinos conocian un caso especial del pequeno
teorema de Fermat para a = 2 desde 500 a.C.. Sin embargo la primera demostracién del pequeno
teorema de Fermat la dio Euler en 1736, casi un siglo después del anuncio de Fermat. Leibniz
habia dado una prueba idéntica en un trabajo inédito unos 50 anos antes del de Euler, pero

una vez mas Leibniz no recibir su parte del crédito.

Al igual que para la prueba del teorema de Wilson para la demostraciéon de este Teorema

requerimos un Lema auxiliar.

Lema 2. Sea p un nimero primo y a cualquier entero tal que p 1 a. Entonces los residuos de los

enteros a,2a,3a, ..., (p — 1)a mddulo p son una permutacion de los enteros 1,2,3,...,(p—1).
Demostracion. Ver [0 O

Teorema 7 (Teorema pequeno de Fermat). Sea p nimero primo y a cualquier entero tal que

se cumple p | a. Entonces a?~* =1 (mod p).

Demostracion. Por el Lema anterior los residuos de a,2a,3a,...,(p — 1)a médulo p son los
mismos que los enteros 1,2, 3,...,(p—1) en el mismo orden , asi sus productos son congruentes
modulo p; esto es , a-2a-3a---(p—1)a =1-2-3---(p— 1)(mddp). En otras palabras,
(p—Dla?~ ! = (p — 1)!(mddp). Pero ((p — 1)!,p) = 1, asi recordando que si ac = be(médm) y

(c,m) = 1, entonces a = b(mdédm), implicarfa a?~! = 1(mddp). O

5.3. Teorema de Euler

Finalmente en esta parada enunciaremos el Teorema de Euler que es un resultado muy impor-

tante en la teoria de nimeros y es una generalizacién de pequeno teorema de Fermat.

Teorema 8 (Teorema de Euler). Sea v cualquier entero con (a,m) = 1. Entonces

o™ =1 (mod m)

Demostracion. La prueba del teorema de Euler se da de manera similar a la ya presentada del

Teorema de Fermat [ Para la cual consideramos el conjunto de residuos primos médulo m:

1,79, "'7Tgo(m)

Donde se ha de multiplicar cada uno de los 7, elementos por b, de donde (b, m) = 1. Producto
que altera la secuencia de los residuos, mas no el valor total de producto.
Esto, por supuesto es consecuencia que, la secuencia de los residuos de primos es grupo multi-

plicativo. Entonces
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b“"(m)ﬁrQ...r@(m) =TT Tp(m) Mod m
Y como los residuos son por definicién coprimos con m, tenemos que:
b =1 mod m
De donde finalmente obtenemos:
ml|e(p™ —1) VmeZ
m

El teorema de Euler es ttil para encontrar residuos de nimeros que involucran exponentes

grandes. Incluso si el divisor es compuesto, siempre que este sea primo relativo con respecto a la

51040

base del niimero. Por ejemplo note que si deseamos encontrar el residuo cuando 24 se divide

por 18, consideramos que 245 = 11(mdéd18), 245910 = 111010(m4d18) y como (11,18) = 1,
usando el Teorema de Euler, 1198 = 116 = 1(m6d18). Por lo tanto, 111040 = (116)'™ . 112 =

117 .13 = 13(m6d 18). Asi el residuo es 13.

Para finalizar presentamos una generalizacion del teorema de Euler dada por Koshy en 1996.

Teorema 9. Sean my, ma, ..., my enteros positivos y a cualquier entero tal que (a,m;) = 1

para 1 <1 < k. Entonces

aletm)etma). o)l = 1 (méd [my, ma, . . ., mg)
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6 Numeros perfectos y los primos de Mersenne

En las tdltimas paradas de este maravilloso viaje nos detendremos en las estaciones de los
numeros perfectos y los primos de Mersenne. Estos niimeros han sido estudiados desde distintos
puntos de vista y durante este programa consultamos algunos documentos relacionados con ellos
como [3},5}].

6.1. Nuameros Perfectos

Para introducir el concepto de niimeros perfectos haremos uso de la funcién sigma. El término
niumeros perfectos fue acunado por los pitagéricos. Los griegos antiguos pensaban que estos
nimeros tenian poderes misticos y los consideraban ntimeros buenos. Estos niimeros también
fueron estudiados por los primeros hebreos; Rabino Josef ben Jehuda en el siglo XII recomen-

dando su estudio en su libro La curacién de las almas.

Histéricamente, algunos eruditos biblicos consideraban que el nimero 6 era un niimero perfecto,
porque ellos crefan que Dios cred el mundo en seis dias y que la obra de Dios es perfecta. San
Agustin, por otro lado, creia que la obra de Dios era perfecta porque el 6 es un niimero perfecto.
El escribié: Seis es un ntimero perfecto en si mismo, y no porque Dios haya creado todas las
cosas en seis dias; mas bien ocurre lo contrario; Dios cred todas las cosas en seis dias porque
6 es un numero es perfecto. Y seguiria siendo perfecto incluso si el trabajo de los seis dias no

existiera.

Los pitagoricos consideraban el 6 como el simbolo del “ matrimonio, la salud y la belleza” por
la integridad de sus partes y por la unidad que existen entre ellas. ;Qué tiene de mistico el 67
Los pitagoricos observaron que 6 es igual a la suma de sus factores propios: 6 = 1 +2 +3. Los

siguientes dos niimeros perfectos son 28 y 496:
=1+24+44+7+14

496 =1+2+44+8416+ 31+ 62+ 124 4 248

Su descubrimiento se atribuyen al matemédtico griego Nicomaco quien observé que la Luna
orbita la Tierra cada 28 dias, el segundo nimero perfecto [8]. Ahora podemos formalizar la

definicion de nimero perfecto.

Definicién 6 (Numero perfecto). Un nimero perfecto es un entero positivo que es igual a la

suma de sus divisores positivos excluyéndose a si mismo.
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Alternativamente un nimero n es perfecto si o(n) —n = n, que es o(n) = 2n.

Los primeros 8 nimeros perfectos son:

6=2(2%—1)
28 = 22(2% — 1)
496 = 24(25 — 1)

8128 = 26(27 — 1)
33550336 = 212(213 — 1)
8589869056 = 216(217 — 1)
137438691328 = 218(219 — 1)
2305843008139952128 = 230(23! — 1)

Como parte de los estudios realizados, los matematicos de la Edad Media asumieron diversas

proposiciones basadas en los primeros cuatro nimeros perfectos, conjeturando lo siguiente:
1. Los numeros perfectos terminan alternandose en 6 y 8.

2. Hay un ntumero perfecto entre dos potencias consecutivas de 10, esto es, hay un nimero

perfecto de n digitos para cada entero positivo.

Desafortunadamente ambas conjeturas son falsas, ya que no existen niimeros perfectos con cinco
digitos de longitud y como ya se vio en el apartado anterior los niimeros perfectos no terminan

de manera alternada entre 6 y 8. Sin embargo Euclides demostré el siguiente resultado:

Teorema 10 (Euclides). Si n es un entero > 2 tal que 2" — 1 es ndmero primo, entonces

N =2""1(2" — 1) es un nimero perfecto.

Demostracion. Sea 2" — 1 un ndmero primo, (2" — 1) = 1+ (2" — 1) = 2". Dado que o es

funcién multiplicativa,

o(N) = o(27)o(2" — 1) = (2" — 1)(2")
— 2.7 12" — 1) = 2N

De alli que N es un nuimero perfecto. O

Unos 2.000 anos después del descubrimiento de Euclides, Euler demostré que el reciproco de
este teorema también es cierto: si N = 2"71(2" — 1) es un nimero par perfecto, entonces 2" — 1

es primo.

Teorema 11 (Euler). Si N = 2"71(2" —1) es un nimero par perfecto, entonces 2" —1 es primo
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Aunque estos teoremas proporcionan una férmula notable para construir niimeros pares perfec-
tos, no se sabe si hay infinitos niimeros pares perfectos; la respuesta ha eludido a los tedricos de
numeros de todo el mundo, a pesar de sus incansables esfuerzos. Ademas de esto hay algunas

preguntas que ain permanecen abiertas:

» Determinar si existen infinitos niimeros perfectos. Hasta diciembre del ano 2018 se conocen

51 nimeros perfectos.

= Demostrar la imposibilidad de un nimero perfecto impar o encontrar uno. Sin embargo,
existen algunos resultados parciales al respecto. Si existe un niimero perfecto impar debe
ser mayor que 10%%° debe tener al menos 8 factores primos distintos (y al menos 11 si no
es divisible por 3). Uno de esos factores debe ser mayor que 107, dos de ellos deben ser

mayores que 10000 y tres factores deben ser mayores que 100.

6.2. Primos de Mersenne

Para finalizar este documento prestaremos especial atencién a los aspectos historicos y proble-
mas abiertos relacionados ocn los primos de Mersenne. Primero recordemos que los niimeros de
la forma 2™ — 1 fueron exhaustivamente estudiados por el matematico francés y monje francis-
cano Marin Mersenne y por esta razén W.W. Rouse Ball los nombré como los Ntiimeros de
Mersenne y en particular los primos de la forma M, = (2 — 1), se denominan Primos de

Mersenne.

En 1644, Mersenne escribi6é en su Cogiata Physica-Mathematica, que M, es primo para p =
2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 y 257 y compuesto para los otros primos menores que

257, sin embargo esta afirmacién contenia algunos errores (describirlos tomo tres siglos).

En 1814, Peter Barlow escribi6 en : A New Mathematical and Philosophical Dictionary:, Euler
comprobé6 que 23! — 1 = 2,147,483,647 es un ntimero primo; y este es el mayor que se conoce
hasta el presente, y probablemente el més grande que jamaés se descubra; porque, como son
simplemente curiosidades que no son ttiles, no es probable que alguien intente encontrar uno
mas alla. Resulta que Barlow subestimé la curiosidad humana y pudo no prever el poder de las

computadoras.

En 1876, Lucas demostré que Mg, es compuesto, aunque no proporciond ninguna factorizacion;
pero en octubre de 1903, el matematico estadounidense Frank Nelson Cole proporciond una
factorizacion:

207 — 1 = 193707721 x 761838257287
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Se dice que Cole invirtié sus tardes de domingo durante 20 anos para tratar de encontrar estos

dos factores.

En 1883, I. M. Pervushin probé que Mg, = 25! —1 es un primo que Mersenne no tuvo en cuenta.
289 -1 y 2107
1922, M. Kraitchik mostré que Mas; = 227 — 1 es compuesto.

R. E. Powers descubrié que — 1 son primos , en 1911 y 1914, respectivamente. En

Al igual que en el caso de los numeros perfectos relacionadas con los primos de Mersenne hay

varias preguntas abiertas alguna de ellas son las siguientes:

= La pregunta de si hay infinitos niimeros primos de Mersenne atin no tiene respuesta. Si los
hay, entonces habria una infinidad de nimeros pares perfectos y, por tanto, de niimeros

perfectos.
» Tampoco se sabe si cada M, es libre de cuadrados.

= Si dos de las siguientes afirmaciones sobre un primo impar p es cierta, entonces la tercera

también es cierta:
l.p=2+1op=4F+3
2. M, es primo

3. (27 4+ 1)/3 es primo

Dada la fascinacion por estos niimeros, la comunidad matematica no solo se ha valido de mentes
brillantes para poder llegar mas lejos en el estudio de estos nimeros, sino que también se ha
valido de las computadoras modernas que han proporcionado una poderosa herramienta en la

busqueda de niimeros de Mersenne cada vez mas grandes.

Por ejemplo Bryant Tuckerman, junto con International Business Machines (IBM), encontrarén
que 21997 — 1 es primo. De la misma manera, para el afio 1994, 33 primos de Mersenne habian
sido descubiertos,él niimero 33 habia sido descubierto en 1993 por David Sloqinski de Harwell
Laboratory, este proceso tomé 7.2 horas en la super computadora Cray C90. Varios niimeros
mas han sido descubiertos usando computadoras para mas detalles el lector puede consultar
GIMPS, este el proyecto Great Internet Mersenne Prime Search GIMPS, fundado en 1996
por George Woltman, tiene como propdsito que con la ayuda de cualquier persona con acceso
a un ordenador e internet, se puedan encontrar primos de Mersenne cada vez mas grandes, tal
como fue el caso de Jonathan Pace, ingeniero eléctrico que, como voluntario que usa el software
gratuito descubrié el pasado 18 de diciembre del 2018 el primo de Mersenne mas grande que

277232917

ha descubierto la humanidad, siendo este — 1, un nimero primo de 23249425 cifras.

Esto tltimo puede demostrarnos que tal lejos puede llegar el apetito de conocimiento y coope-

racién entre la comunidad. Abriéndole las puertas a personas que quizas no estan especializadas
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con un grado en matematicas, si no que cualquiera con acceso a internet y un ordenador puede

ser participe de grandes descubrimientos que favorezcan al desarrollo de las matemaéticas.
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7 Nuevos Intereses del Aprendiz

Luego de iniciar y terminar este corto pero entretenido viaje por el mundo de la aritmética
modular y sus aplicaciones en mi rol de aprendiz del programa pares ordenados logré enriquecer
mi quehacer académico desde muchas perspectivas, no solo desde la mirada matematica sino

desde los aspectos histéricos, humanos entre otros.

Para el futuro cercano luego de mi aprendizaje en pares ordenados me quedaron algunos in-

tereses futuros como:

= Criptografia - Sistema criptografico RSA.
» Curvas Elipticas

» Criptografia Post-Cuantica.
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